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Résumé — Nous proposons une interface graphique, open-source, complètement intégrée à Abaqus qui
permet de mettre en œuvre rapidement et facilement les problèmes de localisation associés aux méthodes
classiques d’homogénéisation. Partant d’un maillage de la microstructure, l’ajout de degrés de liberté
supplémentaires permet de piloter simplement le calcul à déformation ou contrainte moyenne imposée et
d’obtenir sans post-traitement supplémentaire la réponse effective du VER. L’approche permet d’utiliser
l’ensemble des lois disponibles dans Abaqus pour le comportement des constituants.
Mots clés — Homogénéisation, propriétés effectives, éléments finis.
1 Introduction
La mise en œuvre de problèmes d’homogénéisation numériques dans un code de calcul par élé-
ments finis requiert l’écriture de conditions aux limites spécifiques sur le contour du volume élémentaire
représentatif (VER) et l’imposition d’un chargement en moyenne. La mise en œuvre de ces problèmes
peut s’avérer particulièrement lourde. La motivation principale de l’interface que nous proposons est
d’automatiser et de simplifier au maximum cette mise en données dans un logiciel commercial assez
largement utilisé (Abaqus). Dans sa version courante, l’interface développée offre la possibilité de met-
tre en œuvre les théories d’homogénéisation classiquement utilisées : déformation homogène au contour
(KUBC 1), contrainte homogène au contour (SUBC 2) et homogénéisation périodique (PBC 3), en petites
perturbations et grandes déformations (2D ou 3D).
La stratégie retenue et implémentée consiste à formuler les problèmes de localisation associés aux
différentes méthodes en introduisant des ddls supplémentaires supportant les composantes des déforma-
tions macroscopiques (cf. [1]). Les conditions aux limites spécifiques aux différents problèmes (KUBC,
SUBC ou PBC) sont alors imposées via des relations linéaires entre les degrés de liberté des nœuds du
contour et ces ddls supplémentaires. On peut alors montrer que les forces nodales associées aux ddls
supportant les composantes des déformations moyennes sont égales aux composantes de la contrainte
moyenne (au volume du VER près). Le pilotage à déformation ou contrainte moyenne imposée revient
alors à imposer la valeur des ddls supplémentaires ou les forces nodales associées. L’obtention de la
réponse effective du VER ne nécessite donc aucun post-traitement particulier. Dans Abaqus, les relations
linéaires entre ddls sont prises en compte par une méthode d’élimination. Dans la littérature, on peut
trouver d’autres méthodes. Par exemple, on peut introduire les conditions aux limites par pénalisation
[4, 6, 3]. Pour les problèmes périodiques, certains auteurs introduisent une discrétisation des champs
fluctuants plutôt que des champs totaux [2, 5]. La méthode retenue ici a le mérite de pouvoir être im-
plémentée simplement dans le logiciel Abaqus et de pouvoir profiter ainsi de l’ensemble des lois de
comportement disponibles pour les constituants du VER.
Ce papier est organisé de la manière suivante : dans une première partie, nous rappelons brièvement
les problèmes de localisation associés aux différentes méthodes d’homogénéisations qui sont gérés par
l’interface, en petites déformations et en grandes transformations. Les conditions aux limites et les for-
1. Kinematically Uniform Boundary Conditions
2. Statically Uniform Boundary Conditions
3. Periodic Boundary Conditions
1
mulations faibles associées à ces problèmes sont détaillées pour justifier leur implémentation. Dans une
seconde partie nous détaillons l’implémentation de l’interface et son utilisation. Enfin, dans la dernière
partie, nous montrons quelques exemples permettant d’illustrer les capacités de cette "boite à outils".
2 Problèmes de localisations sur le Volume Elémentaire représentatif
2.1 Petites déformations
On considère un Volume Elémentaire Représentatif (VER), assimilable à une microstructure hétéro-
gène occupant un domaine V de frontière ∂V . La loi de comportement caractérisant le matériau en un
point x du volume, reliant le tenseur des contraintes σ (x) et le tenseur des déformations ε(x), n’est pas
précisée. On écarte cependant la présence de pores et de constituants rigides, même si ces cas peuvent être
traités sous certaines conditions par l’interface. Le comportement effectif est caractérisé classiquement
par la relation entre les déformations et les contraintes moyennes définies par :
ε¯= 〈ε〉=
1
|V |
∫
V
εdV, σ¯ = 〈σ〉= 1
|V |
∫
V
σdV (1)
où |V | désigne le volume du VER. Supposant que le champ de déformation est compatible avec un
champ de déplacement u(x) continu, on peut utiliser la définition équivalente suivante pour la moyenne
des déformations
ε¯=
1
|V |
∫
∂V
u⊗SndV (2)
où ⊗S désigne le produit tensoriel symétrisé et n(x) le vecteur normal sortant. Les problèmes de local-
isation peuvent être menés à contrainte moyenne imposée σ¯d ou déformation moyenne imposée ε¯d . Le
choix de la méthode de localisation revient ensuite à faire un choix de conditions limites. On envisage
dans la suite trois méthodes : déformation homogène au contour (KUBC), contrainte homogène au con-
tour (SUBC) et conditions périodiques. Omettant la loi de comportement, on peut résumer le problème
(KUBC) de la façon suivante :
PKUBC : divσ (x) = 0 dans V, u(x)− ε¯.x= 0 sur ∂V, ε¯= ε¯d ou σ¯ = σ¯d . (3)
La résolution du problème PKUBC à déformation imposée dans un code de calcul par éléments finis
classique peut généralement être mise en œuvre assez facilement. Il nécessite simplement l’introduc-
tion de conditions limites dépendant des coordonnées des noeuds du contour. Il est cependant souvent
nécessaire de développer un post-traitement spécifique pour calculer la moyenne des contraintes. On
remarquera aussi que le pilotage à contrainte moyenne imposée est plus délicat. Un moyen de con-
tourner ces difficultés techniques liées au chargement en moyenne est d’introduire les composantes de la
déformation moyenne comme des degrés de libertés supplémentaires du problème. La condition limite
u(x)− ε¯.x= 0 sur ∂V se traduit alors par des relations linéaires entre ddls. La formulation variationnelle
associée au problème PKUBC devient alors, en tenant compte des relations linéaires introduites :
PKUBC : pour tout u∗ (x) et ε¯∗ vérifiant u∗− ε¯∗.x= 0 sur ∂V,
∫
V
σ : ε(u∗) dV = |V | σ¯ : ε¯∗. (4)
La formulation (4) montre que les forces nodales associées aux nouveaux ddls sont égales aux contraintes
moyennes multipliées par le volume du VER. Avec cette formulation, le pilotage à déformation moyenne
(resp. à contrainte moyenne) s’éffectue en imposant simplement la valeur des ddls supplémentaires (resp.
la valeur des forces nodales aux ddls supplémentaires). On remarquera que la formulation (4) ne dépend
pas de la loi de comportement des constituant du VER.
Considérons maintenant le problème à contrainte homogène au contour :
PSUBC : divσ (x) = 0 dans V, σ (x) .n− σ¯.n= 0 sur ∂V, ε¯= ε¯d ou σ¯ = σ¯d . (5)
Pour le problème PSUBC, il est naturel de mener les calculs à contrainte moyenne imposée et de calculer
en post-traitement la déformation moyenne. Le pilotage à déformation moyenne imposée est délicat.
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Une approche analogue à celle exposée pour traiter le problème PKUBC peut être adoptée. Elle consiste
de même à introduire des ddls supplémentaires supportant les composantes de la déformation moyenne.
Les relations linéaires introduites correspondent à la version discrétisée de l’équation (2), permettant
de définir la déformation moyenne à partir des déplacements des noeuds du contour. La formulation
variationnelle associée au problème PKUBC s’écrit alors :
PSUBC : pour tout u∗ (x) et ε¯∗ vérifiant
1
|V |
∫
∂V
u∗⊗SndS− ε¯∗ = 0,
∫
V
σ : ε(u∗) dV = |V | σ¯ : ε¯∗. (6)
Cette formulation variationnelle est équivalente aux deux premières équations de (5). L’introduction des
relations linéaires associées à l’équation (2) permet ainsi d’imposer par dualité les conditions de con-
trainte homogène au contour.
Pour les milieux périodiques, on choisit classiquement de mener les calculs sur une cellule de base
qui génère le milieu par périodicité. Cette périodicité est définie par la donnée de vecteurs permettant de
construire le milieu par translation de la cellule de base le long de ceux-ci. Le problème associé s’écrit
(toujours en omettant de préciser la loi de comportement des constituants) :
PPBC : divσ (x) = 0 dans V, σ (x) .n −# sur ∂V, u(x)− ε¯.x # sur ∂V, ε¯= ε¯d ou σ¯ = σ¯d , (7)
où les symboles « # »(resp. « −# ») caractérisent des champs qui prennent des valeurs égales (resp.
opposées) en deux points qui se correspondent par translation suivant les vecteurs de périodicités sur des
parties opposées du contour. La même démarche conduit à introduire des relations linéaires entre des
ddls additionnels supportant les composantes de la déformation moyenne et les déplacements des noeuds
du bords, traduisant la condition u(x)− ε¯.x # sur ∂V . La formulation variationnelle associée
PPBC : pour tout u∗ (x) et ε¯∗ vérifiant u∗− ε¯∗.x # sur ∂V,
∫
V
σ : ε(u∗) dV = |V | σ¯ : ε¯∗ (8)
permet notamment d’assurer par dualité la condition σ (x) .n −# sur ∂V .
2.2 Grandes déformations
Contrairement au cas des petites perturbations, en grandes déformations, le choix de la mesure des
déformations et des contraintes se pose. Dans la littérature, le comportement effectif est souvent défini
à l’aide des moyennes, sur le VER, du tenseur gradient de la transformation f du premier tenseur de
Piola-Kirchoff pi (cf [4, 6, 3]) :
¯f = 〈f〉=
1
|V0|
∫
V0
f dV, p¯i = 〈pi〉= 1
|V0|
∫
V0
pidV, (9)
où V0 désigne le domaine occupé par le VER dans la configuration initiale de référence et |V0| son
volume. On note x0 le vecteur position initiale d’un point matériel dans cette configuration. Introduisant
le champ de déplacement u(x0) associé au tenseur gradient de la transformation, on peut utiliser la
définition équivalente suivante :
¯f = g+
1
|V0|
∫
∂V0
u⊗n0 dS, (10)
avec g le tenseur identité et n0 la normale extérieure au domaine occupé par le VER dans sa con-
figuration initiale. Les trois méthodes de localisation classiquement utilisées (conditons homogènes en
déformations et en contraintes, conditions périodiques) peuvent être utilisées dans ce cadre. Le tableau
1 précisent les conditions limites associées à chacune des méthodes et les relations linéaires à mettre en
œuvre après introduction des ddls supplémentaires supportant les composantes du gradient de transfor-
mation moyen.
2.3 Une formulation unifiée pour la mise en œuvre dans Abaqus
La méthode proposée pour la mise en œuvre des problèmes de localisations, que ce soit en petites
perturbations ou en grandes déformations, et quelque soit la méthode (KUBC,SUBC,PBC), repose sur
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Problèmes Conditions limites Relations linéaires
PKUBC u(x0)−
(
¯f −g
)
.x0 = 0 sur ∂V0 u(x0)−
(
¯f −g
)
.x0 = 0 sur ∂V0
PSUBC pi (x0) .n0 = p¯i.n0 sur ∂V ¯f −g−
1
|V0|
∫
∂V0
u⊗n0 dS = 0
PPBC pi (x0) .n0 −# et u(x0)−
(
¯f −g
)
.x0 # sur ∂V0 u(x0)−
(
¯f −g
)
.x0 # sur ∂V0
TABLE 1 – Traitements des conditions limites pour les problèmes de localisation en grandes déformations
(a) le menu homogénéisation (b) l’interface pour KUBC (idem SUBC)
(c) l’interface pour le cas périodique (d) les équations linéaires
FIGURE 1 – Le module homogénéisation
l’introduction de ddls supplémentaires et de relations linéaires entre degrés de liberté. Dans le logiciel
Abaqus, les ddls supplémentaires peuvent être introduits en créant dans l’interface CAE des points de
référence (Reference Point RP). La création des relations linéaires entre ddls, spécifiques à chaque
cas, est réalisée via une interface conviviale intégrée au menu de l’interface CAE.
3 Implémentation et mode d’emploi
La "boite à outils" proposée est écrite en Python et est constituée de trois classes (trois interfaces) :
KUBC, SUBC et PBC. Parallèlement à cette partie graphique qui est très simple, nous avons également
trois moteurs (ou classes) de génération de conditions aux limites qui sont chargés de construire les
relations linéaires propres à chaque méthode et qui peuvent être appelés par les différentes interfaces
ou directement par des scripts Python 4. Concrètement, pour l’utilisateur, ces interfaces sont disponibles
dans le module Interaction d’Abaqus, depuis le menu déroulant Plug-ins (voir fig. 1(a)).
4. L’utilisation direct des moteurs de génération peut permettre d’automatiser une mise en données du modèle, pour faire
de l’optimisation par exemple.
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3.1 Utilisation
Tout d’abord, toutes les interfaces pré-supposent qu’un maillage du VER ait déjà été réalisé et que
les points de références soient déjà créés. Au démarrage de chacune des interfaces, l’utilisateur doit
préciser, via un menu déroulant, dans quel cadre il souhaite travailler : petites perturbations ou grandes
déformations. Ceci permet d’être informé d’une part du nombre de points de références nécessaires et
d’autre part de la signification de chaque ddl de ces points :
– en 2D HPP (deformations planes) : RP 1 {¯ε11, ¯ε22}, RP 2 {2 ¯ε12, non utilisé},
– en 2D GD (deformations planes) : RP 1 { ¯f11 −1, ¯f12}, RP 2 { ¯f22 −1, ¯f21},
– en 3D HPP : RP 1 {¯ε11, ¯ε22, ¯ε33}, RP 2 {2 ¯ε12,2 ¯ε13,2 ¯ε23},
– en 3D GD : RP 1 { ¯f11 −1, ¯f12, ¯f13}, RP 2 { ¯f21, ¯f22 −1, ¯f23}, RP 3 { ¯f31, ¯f32, ¯f33 −1}.
Dans le cas SUBC et KUBC (voir 1(b)), l’utilisateur doit fournir les entrées suivantes :
– les points de références (la sélection se fait à la souris),
– les faces, arrêtes ou nœuds formant le contour du VER (toujours à la souris).
Dans le cas périodique (voir 1(c)), l’interface doit être appelée pour chaque paire géométrique se corre-
spondant par périodicité (soit au minimum 2 fois en 2D et 3 fois en 3D). On doit fournir :
– les points de références (la sélection se fait à la souris),
– les faces, arrêtes ou nœuds se correspondant par périodicité (toujours à la souris),
– le vecteur de périodicité (au clavier).
Après validation de l’interface, les relations linéaires générées se retrouvent directement dans le
"Constraint Manager" d’Abaqus (voir fig. 1(d)). Le tableau 2 résume les points forts et les points
faibles de l’interface :
Points faibles Points forts
"maillage dépendant" : à chaque mod-
ification du maillage il faut regénérer
les conditions en relançant l’interface
"sélection par nœud" : on peut définir
les conditions avec un import de mod-
èle (depuis un .odb)
"cas périodique" : le maillage doit être
périodique
"séparation GUI/Kernel" : on peut
utiliser les moteurs (kernel) indépen-
damment de l’interface, par exemple
dérivation de nouvelles classes ther-
moélasticité . . .
"post-traitement et pilotage" : les
points de référence permettent à la fois
de piloter en contrainte ou déforma-
tion moyenne et de déduire directe-
ment la réponse effective
TABLE 2 – Points forts/point faible de l’interface
3.2 Moteurs de génération des conditions
Les trois moteurs (classes) de génération sont chargés de créer dans la base de données du modèle
toutes les relations et les groupes de nœuds nécessaires. Le nombre de ligne de chaque moteur est un bon
indicateur de leur complexité en terme de programmation : KUBC 132 lignes, SUBC 387 lignes, PBC
460 lignes. Le tableau 3 résume les opérations effectuées par chaque moteur.
Le typage dynamique et les conteneurs spécifiques de python permettent au final d’avoir un code suc-
cinct et lisible. Par exemple, le cœur du code de la classe PeriodicBoundary reste très simple puisqu’il
contient les lignes suivantes :
# check if we have a mesh
if(len(a.allSets[nameS1].nodes)==0):
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print "A mesh is needed!"
self.SuppressPickedSet(a)
return 0
# check the mesh periodicity
if(not self.VerifNodeCoord(nameS1,nameS2,a)):
self.SuppressPickedSet(a)
return 0
self.MakeNodeSetsandEquations(nameS1,nameS2,nameS3,a,dim)
4 Exemples d’applications
Le premier exemple concerne une cellule de base, extraite d’un milieu périodique, constituée de deux
phases : des grains rigides décrits par des polygones de voronoï et une matrice souple, élastique, ayant
les caractéristiques suivantes : E = 4MPa, ν = 0.489. Il s’agit d’un cas 2D en déformations planes et pe-
tites perturbations. Les grains sont modélisés en tant que corps rigides : leur mouvement est entièrement
décrit par des points de références (un pour chaque grain) qui portent les degrés de libertés de translation
et de rotation de chaque grain. Le maillage est périodique. Le cas particulier des portions de grains se
correspondant par périodicité est géré en affectant un point de référence à chaque portion. Ces points de
références se correspondent par périodicité. L’interface gère ce cas particulier en imposant en plus des
relations de périodicité classiques des conditions d’égalités de rotation.
KUBC SUBC PBC
1. vérifier la présence d’un
maillage ,
2. calculer la distance
xi0 − x
M
0 , où xi0
représente les coor-
données du nœud i
dans la configura-
tion de référence et
xM0 les coordonnées
du premier point de
référence, pris comme
origine des abscisses
par convention,
3. écrire les relations
linéaires.
1. vérifier la présence d’un
maillage ,
2. sur chaque arrête (cas
2D) ou chaque face (cas
3D), calculer la con-
tribution de l’intégrale
de frontière
∫
∂Ωe u
i ⊗
n0dS de l’élément Ωe
au nœud i, en tenant
compte du type d’élé-
ment utilisé,
3. assembler les contribu-
tions de chaque élément
aux noeuds du contour,
4. simplifier le système
d’équation par une
élimination de type
pivot,
5. écrire les relations
linéaires.
1. vérifier la présence et la
périodicité du maillage,
2. trouver les nœuds se
correspondant par péri-
odicité,
3. construire un arbre de
relation sans cycles
(au sens de la théorie
des graphes) : l’objet
dictionary de python
est à la base d’une
classe Tree inclue dans
la boite à outil,
4. vérifier et gérer la non
répétition de nœuds
maîtres dans l’ensem-
ble des équations (si
nécessaire : permuta-
tions maîtres/esclaves),
5. écrire les relations
linéaires.
TABLE 3 – Tâches de chaque moteur
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(a) Cisaillement (b) Extension (suivant x)
FIGURE 2 – Cellule type Voronoi en déformation plane, condition périodique
(a) Maillage (b) Cisaillement (KUBC)
(c) Cisaillement (SUBC)
FIGURE 3 – Cube avec cavités sphériques (cas grandes def)
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Les figures 2, présentent le résultat d’un test de glissement simple (seul le terme ¯ε12 est non nul) et
d’extension (seul le terme ¯ε11 est non nul). On obtient le tenseur d’élasticité effectif en réalisant 3 calculs
élémentaires : deux extensions pures et un glissement simple. En post-traitant directement les réactions
obtenues aux points de références, on obtient (valeurs en MPa) :


σ¯11
σ¯22
σ¯12

=


196.45 165.14 1.15
165.14 197.78 0.02
1.15 0.02 13.28




¯ε11
¯ε22
2 ¯ε12


Le deuxième exemple consiste en un cube comportant des cavités sphériques de différents rayons et
réparties de manières aléatoires. Le comportement du matériau constitutif du cube est décrit par une loi
hyperélastique, faiblement compressible, de type Mooney-Rivlin :
ψ(I1, I2) =C1(I1 −3)+C2(I2 −3)+
k
2
(J −1)
avec C1 = 0.256 MPa, C2 = 0.12 MPa, k = 2000 MPa. Il s’agit donc d’un cas grandes déformations qui
est traité par des conditions de type KUBC ou SUBC. Le maillage est constitué d’éléments tétraèdre et
comprend 90330 nœuds (voir fig. 3(a)).
Les figures 3 montrent les résultats obtenus pour 50% de déformation de cisaillement. Ce cas, très
simple à mettre en oeuvre, illustre néanmoins la robustesse de l’outil car l’utilisateur n’a pas à se soucier
de détails techniques même en 3D et en grandes déformations.
5 Conclusions
Nous avons développé une "boite à outil", open source, intégrée à Abaqus permettant de mettre en
œuvre très simplement un problème d’homogénéisation numérique avec des conditions de bord de type
KUBC, SUBC ou périodique. Les conditions aux limites sont traitées par l’ajout de ddls supplémen-
taires qui supportent la déformation moyenne. L’opération de localisation s’écrit alors sous la forme de
relations linéaires entres ces ddls et les déplacements des nœuds du bords. Cette formulation permet de
piloter le calcul à déformation ou contrainte moyenne imposée, comme on impose la valeur d’un degré
de liberté ou une force en un noeud. De plus, cette stratégie est valable en petites perturbations ou en
grandes déformations et est indépendante de la loi de comportement des constituants. La méthode adop-
tée peut être étendue à d’autres types de physique (conduction...) et à l’homogénéisation de structure
(poutres et plaques périodiques), dès qu’on a des relations de moyennes et de périodicité pouvant être
traduites par des relations linéaires entre ddls.
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